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Inleiding

Het begrip Radon-Nikodym afgeleide speelt een belangrijke rol in deze scriptie.
Een Radon-Nikodym afgeleide is een functie die een verband aangeeft tussen twee
(kans)maten.

Na in hoofdstuk 1 de benodigde definities en stellingen te hebben behandeld, gaan
we in hoofdstuk 2 kijken naar Wienerprocessen. Dit zijn stochastische processen
op [0, 00) die bepaalde eigenschappen hebben. De realisaties van Wienerprocessen
zijn continue functies.

Vervolgens beschouwen we processen van de vorm Z(u) := W (u) + mg(u), waar
W een Wienerproces is, g een bekende functie en m een onbekende parameter. We
willen m schatten op basis van de uitkomst van Z. Een manier om dit te doen is de
Radon-Nikodym afgeleide te bepalen en daarmee de meest aannemelijke schatter
te vinden.

S. Baran, G. Pap en M. van Zuijlen bedachten een manier om deze Radon-
Nikodym afgeleide te berekenen. Hierover is een rapport verschenen met de titel
ESTIMATION OF THE MEAN OF STATIONARY AND NONSTATIONARY ORNSTEIN-
UHLENBECK PROCESSES AND SHEETS [2].

Als reactie hierop kwam het idee dat het probleem wellicht ook op te lossen zou
zijn met behulp van de theorie uit het boek STATISTICS OF RANDOM PROCESSES
I, GENERAL THEORY van R.S. LIPTSER en A.N. SHIRYAYEV [3].

Dat dit inderdaad gelukt is, is te lezen in hoofdstuk 2.

Het hoofdonderwerp van het hierboven genoemde rapport is echter niet processen,
maar sheets. Sheets zijn gedefinieerd op R%. Er worden sheets bekeken van de
vorm Z(u,v) := W(u,v) + mg(u,v), waar W een zogenoemd Wienersheet is, g
een bekende functie en m weer een onbekende parameter. Ook hier berekenden de
auteurs van het genoemde rapport de Radon-Nikodym afgeleide, met behulp van
dezelfde methode.

De hoop was nu dat ook dit op een andere manier gedaan zou kunnen worden,
bijvoorbeeld met behulp van een artikel van E. Wong en M. Zakai [4]. In hoofdstuk
3 is te lezen dat dit gelukt is voor speciale functies g.

Tenslotte is in de Appendix nog iets te lezen over meest aannemelijke schatters en
martingalen.






1 Ter voorbereiding

In dit hoofdstuk behandelen we enkele definities en stellingen uit de maattheorie
die we in deze scriptie nodig zullen hebben.

Zij S een verzameling en A een o-algebra in S. Laat u en v maten op A zijn.
Als A een verzameling is die tot A behoort, dan noteren we dat met

AEA.

De verzameling der A-meetbare functies van S naar R noteren we met RA*.

Definitie 1.1 Laat h € RAT. Dan definicert de formule

(hu)(A) ::/Ahdu, AEA

een maat hy op A. Er geldt:
[ ratw) = [ srau, e rA"

Een functie h € RAT met v = hu heet een dichtheid van v t.o.v. p.

Definitie 1.2 We noemen v absoluut continu t.o.v. p (notatie: v < u) als
AEA, pwA)=0 = v(4)=0.

Lemma 1.3 Als v een dichtheid heeft t.o.v. u, dan is hij absoluut continu
t.o.v. u.

Bewijs: Zie [1].

Definitie 1.4 Twee maten p en v op A noemen we equivalent (notatie: p~ v)
als ze absoluut continu zijn t.o.v. elkaar.

Nu definiéren we de term bijna overal (afgekort: b.o.) en bewijzen een belangrijke
eigenschap van dichtheden.

Definitie 1.5 Laat f,g € RAT. Dan betekent f =g p-b.o.:
AlsC={z € S: f(z) # g(x)}, dan u(C) = 0.

Lemma 1.6 Laat u (o-)eindig en f,g € RAY 26 dat fu = gu. Dan
f=9 wp-—boo.



Bewijs: voor eindige p. Laat A := {s € S : g(s) < a < B < f(s)} waar
0<a<pf<oo. Dan AEA, want A =[g < a|N[f > F].
Stel pu(A) > 0. Dan

(gu)(A) = /A gdp < /A adp = ap(A)
(f1)(4) = /A fdu> /A Bdp = B(A) > ap(A).

Dus (gu)(A) < (fu)(A) TEGENSPRAAK.
Dus p(A) = 0, waaruit volgt dat f <g p— b.o.
Op dezelfde manier bewijzen we dat ¢ < f u — b.o. O

Stelling 1.7 (Stelling van Radon en Nikodym) Zij S een verzameling, A een
o-algebra in S en laat p en v (o-)eindige maten op A zijn. Als v absoluut continu
1s t.o.v. u, dan heeft v een dichtheid t.0.v. pu.

Bewijs: Zie [1].

Deze dichtheid wordt de Radon-Nikodym afgeleide van v t.o.v. p genoemd,
genoteerd als 4.
Het omgekeerde van de stelling weten we al van lemma 1.3.

Opmerking: Uit lemma 1.6 volgt dat een dichtheid uniek is met uit-
zondering van verzamelingen met maat 0. Als we de Radon-Nikodym
afgeleide berekenen zullen we echter steeds de toevoeging b.o. weglaten.

Tot slot nog één stelling:

Stelling 1.8 (Stelling van Fubini voor positieve functies) Laat (S, A1, 11)
en (Ss, As, 12) o-eindige maatruimten zijn. Zij f een A; ® As-meetbare functie
S1 x Sy — [0, 00]. Dan:

/SleZ fdlmxpz) = /52 ( s, f(m’y)dﬂl(l'))duz(y) = /S1 ( . f(w,y)duz(y))dul(x),

waar [y X [y de unieke maat op Ay ® Ajy is met
(,ul X /,1,2)(X X Y) = /,Ll(X)/,IQ(Y), XEAl,YEAz.

Bewijs: Zie [1].

Opmerking: In deze scriptie werken we met kansmaten. Deze zijn per definitie
eindig.



2 Verschoven Wienerprocessen en de bijbeho-
rende Radon-Nikodym afgeleiden

2.1 Het Wienerproces

Zij (Q,F,P) een kansruimte. Een F-meetbare functie X :  — R noemen we een
stochastische variabele, of kortweg een stochast.

Een stochastisch proces X is een collectie {X(¢) : ¢ € T} van stochastische
variabelen die de uitkomstenruimte 2 afbeelden op een verzameling S C R.

T is een indexverzameling.

Merk op: X (t) is F-meetbaar voor iedere ¢. Vaak is er echter sprake van een niet-
dalende collectie sub-o-algebra’s {F; : t € T} z6 dat X(t) Fi-meetbaar is voor
elke ¢.

Voorbeeld: ‘simple random walk’. Hier hebben we T'= {0,1,2,...} en S = Z. Dit
proces springt bij iedere tijdstap één positie naar links of naar rechts. Het heeft
twee belangrijke eigenschappen:

e tijdhomogeniteit Voor alle niet-negatieve m en n, hebben X (m) en
X(m +n) — X(n) dezelfde verdeling. We nemen aan dat X (0) = 0.

e onafhankelijkheid De incrementen X (n;) — X(m;), ¢ > 1 zijn onafhan-
kelijk zodra de intervallen (m;, n;] disjunct zijn.

Ook voor T' = [0,00) en S = R hebben we een proces dat aan bovenstaande twee
eigenschappen voldoet: het Wienerproces, {W(t) : t € T'}.

Het is een continu proces en iedere W (t) is normaal verdeeld met verwachtings-
waarde 0 en variantie o2t voor een positieve constante o?. Voor t < s geldt
E[W (t)W (s)] = E[W (¢)?] = ot.

De realisatie van een Wienerproces is een functie uit C([0, 00)).

Het proces is voor te stellen als een model voor een deeltje dat random langs een

lijn beweegt. Het wordt ook wel Brownse beweging genoemd.

We noemen een Wienerproces standaard als 0> = 1. In deze scriptie is dat steeds
het geval.

2.2 Het verschoven Wienerproces

Als U een verzameling is, dan bedoelen we met C'(U) de verzameling der continue
functies van U naar R.



Definitie 2.1 FEen functie f : U — RP heet absoluut continu als hij continu is
t.o.v. de Lebesguemaat.

Voor f : R — R komt dit neer op het volgende: voor elke € > 0 is er een § > 0 20
dat

n n

D Bi—w)<s=> |f(B) - flau)l <e

i=1 i=1

zodra (o, B1), - .., (Qn, Bn) disjuncte intervallen zign.

Een absoluut continue functie is continu en bijna overal differentieerbaar.

L2(U) is de ruimte der meetbare functies f : U — R waarvoor f? Lebesgue-
integreerbaar is.

Zij W een Wienerproces. We bekijken W niet op [0,00), maar op een interval
[a1,az] C (0,00). Vervolgens beschouwen we processen van de vorm

Z(u) == W(u)+ mg(u), u € [a,as),

waar g een absoluut continue functie is en m een onbekende parameter.

We willen m schatten op basis van de observatie {Z(u) : u € [a1, as]}, de realisatie
van Z. Laat Pz en Py de maten zijn, gegenereerd op C([ay, az]) door de processen
Z en W, respectievelijk.

Een manier om m te schatten is de Radon-Nikodym afgeleide berekenen en ver-
volgens hieruit de meest aannemelijke schatter te bepalen. Dit is wat S. Baran,
G. Pap en M. van Zuijlen gedaan hebben in hun rapport [2]. Ze bewezen de
volgende stelling:

Stelling 2.2 Als g absoluut continu is en g' € L*([a1, as]), dan zijn de maten Py
en Py equivalent en de Radon-Nikodym afgeleide van Py t.o.v. Py is geliyjk aan

dPy

waar

92(‘11) » / 2 * /
A= Ty [P o= ST [T g wiz .
ai
De meest aannemelijke schatter van m gebaseerd op de observaties
{Z(u) : u € [a1,as]} heeft de vorm m = (/A en heeft een normale verdeling met
verwachtingswaarde m en variantie 1/A.

Bewijs: Hiernaast geven we alleen een korte schets van het bewijs. Voor het
volledige bewijs zie [2].



Beschouw partities a; = ugM) < ugM) < - < ug\],}/") = a3, M € N en bekijk de

discrete steekproef {Z(uz(M)) :4=1,...,M}. Voor de Radon-Nikodym afgeleide
geldt dan

dPi () -
(M)(Z(ul )s--y Z(uy’)) = exp —§(AMm —2Cum) ¢,
P!

waar

=
1
o
o,
o
t+

M M
Vervolgens wordt bewezen dat als M — oo en max (u; ' — u;
2<i<M Ui ¢

Ay —+ A en (y — ¢ in L%-zin.
Hieruit volgt dat

dPy" (M)
() 2\
APy

Wat we nu verder gaan doen, is proberen deze stelling nogmaals te bewijzen. Maar
dan met behulp van de theorie uit het boek STATISTICS OF RANDOM PROCESSES
I, GENERAL THEORY van R.S. LIPTSER en A.N. SHIRYAYEV [3].

In dit boek wordt een uitdrukking gevonden voor de Radon-Nikodym afgeleide
voor processen W en Z op een interval [0, T']. Hierbij wordt gebruik gemaakt van
het feit dat W (0) = 0 en er wordt aangenomen dat Z(0) = 0. Wij werken op een
interval [a, as] C (0,00), maar nemen niet aan dat Z(a;) = 0. Bovendien geldt in
het algemeen niet dat W(a;) = 0.

2.3 Liptser en Shiryayev

Voor sommige stochasten is de Radon-Nikodym afgeleide niet moeilijk te bereke-
nen. Het is het quotiént van de kansdichtheidsfuncties.



Lemma 2.3 Laat X enY continu' verdeelde stochasten met waarden in R en met
kansdichtheidsfuncties fx en fy, respectievelijk. Neem aan fx > 0 en continu.
Dan Py < Px en voor de Radon-Nikodym afgeleide geldt:

dPy _ fr

dPx  fx
Bewijs: Er geldt: Px = fxA en Py = fyA. B is de Borel-g-algebra van R. Laat
BEB z6 dat Px(B) =0

= (fxA)(B)=0

= [pfxdA=0

= A(B)=0

= Py(B)=0 (Lemma 1.3).

Dus Py < Px. Verder geldt voor BEB:

Py(B) = /deA /( fX) d\ = /—d FxA)

= [ = (m) @

Dus de Radon-Nikodym afgeleide van Py t.o.v. Px is % a

Voor stochastische processen gaat dit echter niet zo eenvoudig. Een proces heeft
niet zo iets als een kansdichtheidsfunctie.

Voor bepaalde zogenoemde Ito-processen weten we echter wel wat de Radon-
Nikodym afgeleide is. Dit wordt beschreven in het boek van Liptser en Shiryayev

[3]-

Allereerst wat terminologie zoals die in dit boek gebruikt wordt.

Er wordt gewerkt op een complete kansruimte (0, F, P). Zij {F;,t > 0} een niet-
dalende collectie sub-g-algebra’s. Dit betekent F, C F; C F voor s < t en iedere
F: is zelf een o-algebra.

Als een stochastisch proces £ wordt genoteerd als £ = {£(¢),F; : t > 0}, dan
betekent dit dat de stochasten £(t) F;-meetbaar zijn voor alle t > 0. Oftewel
£(t)"Y(B)EF, voor alle BEB.

Verder nog twee notaties:

1 Continu betekent hier dat de maten Px en Py absoluut continu zijn t.o.v. de Lebesguemaat.
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o {i=1{&(s):0<s <t}

o F=0{(s): 0 < s <t}, de o-algebra voortgebracht door &..

Definitie 2.4 FEen stochast heet Gaussisch verdeeld als deze mormaal verdeeld is
of constant.
FEen proces {X (t) : 0 <t < T} heet Gaussisch als voor ieder n € N en 0 < t; <

<ty <T en Aq,..., A, € R geldt dat Y A\ X (t;) Gaussisch verdeeld is.
i=1

Eerst geven we de precieze definitie van een Wienerproces.

Definitie 2.5 Een stochastisch proces W = {W(t),F; : t > 0} noemen we een
Wienerproces (met betrekking tot {F;: t > 0}) als:

1. De trajecten W(t), t>0 (P — b.o.) continu zijn over t;

2. {W(t),Fs:t > 0} een kwadratisch integreerbare martingaal is en W Gaus-
sisch is met W(0) = 0 en E[(W(t) — W(s))?|F, ] =t—s, t>s>0.

P — b.o. betekent: voor bijna alle w € Q.
Voor de definitie van martingaal zie de appendix.

Definitie 2.6 Een continu stochastisch proces € = {£(t),F;: 0 < t < T} is een
Ito-proces (met betrekking tot het Wienerproces W = {W(t),F,: 0 <t < T}),
als er twee stochastische processen a = {a(t),F;: 0 <t <T} enb={b(t),F,: 0 <
t < T} zign 26 dat

P (/OT\a(t)\dKoo) =P (/OTb(t)zdt<oo) =1

en als met met kans 1 voor 0 <t < T geldt dat

5@:ﬂ®+Aa@®+Ab@ﬂWﬂ

Ter afkorting zeggen we dat het proces & wvoldoet aan de stochastische differen-
tiaalvergelijking:
dé(t) = a(t)dt + b(t)dW (¢).

We beschouwen de Ito-processen processen & = {£(¢),F; : 0 < ¢t < T}, met de
differentiaal

d§(t) = B(t)dt +dW (t), £(0) =0,

9



onder aanname dat het proces 8 = {B(t),F;: 0 < t < T} Gaussisch is.

Met (Cr, Br) noteren we een meetbare ruimte van continue functies z = (z(s)),
0 < s <T, waarvoor z(0) = 0. Laat P en Py de maten op (Cr, Br) zijn, gegene-
reerd door de processen & en W:

Pi(B)=P{w:£€ B}, Py(B)=P{w:W e B}, BEBr.

Dan zijn er twee stellingen die zeggen wat de Radon-Nikodym afgeleide van P
t.0.v. van Py is. Bij de eerste nemen we aan dat 3 continu is; bij de tweede
stelling laten we deze eis vallen.

Stelling 2.7 Zij £ als hierboven en B = {B(t),F; : 0 < t < T} een continu
Gaussisch proces. Dan P ~ Py en

P (/OTa(t,g)zdt<oo> =P (/OTa(t,W)zdt<oo) =1,

e —en( [ s, W)W (s) - & / "as W)2ds)

%(s) — exp (— / " a(s, £)de(s) + : / s, £>2ds) ,

waar de functionaal o = {a(t,z), B;}? ( P-b.o.) voldoet aan a(t,§&) =E [ﬁ(t)|3"f]
voor bigna allet, 0 <t < T.
Bewijs: Zie [3].

Stelling 2.8 3 Zij £ als hierboven en B = {B(t),F;: 0 < t < T} een Gaussisch
proces met
T
P (/ B(t)%dt < oo) =1
0
Dan P; < Py en

%(5) = exp (/OT a(s,£)dE(s) — %/OT a(s,§)2d5> :

waar de functionaal o = {a(t, ), B;}> ( P-b.o.) voldoet aan a(t,§) =FE [6(t)|3"f]
voor bigna allet, 0 <t < T.

Bewijs: Zie [3].

2By = o{z(s) : 0 < s < t}, de o-algebra voortgebracht door de verzameling {z(s) : 0 < s < t}.
3Dit is een vereenvoudigde versie van de stelling uit het boek [3].
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2.4 Twee Radon-Nikodym afgeleiden

We gaan nu proberen stelling 2.8 uit de vorige paragraaf toe te passen op het
proces Z(u) := W(u) + mg(u), u € [a1,as).
Z is een Itoproces, want het voldoet aan de volgende differentiaalvergelijking:

dZ (u) = mg'(u)du + dW (u).

Om “;Ifz direct te kunnen bepalen met behulp van stelling 2.8 zou moeten gelden

dat W(al) Z(ay) = 0. Dit is echter in het algemeen niet het geval.

dPz(a;) dPz_7(ay)
dPw (ay) dPw _w (ay)

Wat we wel kunnen berekenen is
zal blijken dat dit voldoende is.

. In de volgende paragraaf

Z(a1)
dPyw (ay)”

We weten W(a;) ~ N(0,a1). Dus Z(a;) ~ N (mg(a1), a1).
Uit lemma 2.3 volgt dat Pz(al) en Py (q,) equivalent zijn en

(
exp{— (2 ";ZIGI } _ exp { 2mg(a;)z — ng2(a1)}

We zullen beginnen met

dPZ(al) . fZ(a1) o
dP r)= (:E - 1 z? 2
W(a1) fW(a1) V2raL exXp _ﬂ} &

4Pz 7(ay)
Om dPw —w (aq)
Dit proces heeft namelijk wel een nul-start in a; (net als W — W (a,)) en er geldt:

d(Z(u) — Z(a1)) = dZ(u)—dZ(ay)
= dZ(u)
= mg'(u)du + dW (u)
= mg' (u)du + d(W(u) — W(a1)).

te berekenen kunnen we stelling 2.8 toepassen op het proces Z — Z(ay).

Het Gaussisch proces 3 uit stelling 2.8 is hier de £2-functie mg’, dus

/ Bludu= [ (g’ () du < oo.

Omdat mg’ een niet-stochastische functie is, hangt de verwachtingswaarde niet
van Z af, oftewel

a(u,Z — Z(ay)) = ]E[mg'(u)|9’ffz(“1)] = mg'(u).
Dan zegt de stelling: Pz_z(4,) < Pw_w(a,) €n

75;3; fva;)(z Z(a1)) = exp{ : mg’(t)d(Z(t)—Z(al))—%/: mz[g:(t)]zdt}

- oo [ g yiz -5 [ wllg/(at}
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Als ¢’ continu is, dan zijn Pz_z(,) en Pw_w/(q,) €quivalent.

2.5 De Radon-Nikodym afgeleide van P; t.o.v. Py

Voordat we tenslotte de stelling opnieuw kunnen bewijzen met behulp van de uit-
komsten uit de vorige paragraaf, moet er nog wat werk gedaan worden.

We zullen gebruik maken van het feit dat de ruimte C([ay, as]) isomorf is met de
ruimte R x Cy([a1, as]), waar Co([a1,az]) = {f € C([a1,az]) : f(a1) = 0}.

Lemma 2.9 Zij X en Y stochastische processen met waarden in S en F een
bijectie S — F(S). Als Px < Py, dan Pr(x) < Pp(y).

Bewijs: Zij A een o-algebra in F(S) en AEA 26 dat Ppy)(A4) =0
= Py(F(A)) = Pe)(4) = 0
= Px(F'(A)=0

|

De stelling van Radon en Nikodym zegt nu dat F (X) bestaat en het verband met

dPx

By volgt uit:

Stelling 2.10 Zij X en Y stochastische processen met waarden in S en F een
bijectie S — F(S). Als Px < Py, dan voor s € S:

dPx dPr(x)
s) = F(s)).
iy )= dppn (F(6)

dPF(X)
dPF(y) .

Bewijs: Laat h :=
Te bewijzen: % =hoPF.

Zij A een o-algebra in F(S).
Er geldt: Ppy)(A) = Py(F~1(4)), AEA,

dus:
A F-1(A)
Ook: P
Pr(x)(A) = Px(F7'(A)) = / o5 Py
F-1(4) 0Ly



Dus 42X = ho F. O

Stochastische vectoren hebben de volgende welbekende eigenschap. Laat X =
(X1, X2) een stochastische vector met waarden in S; X S;. Als X; en X, onaf-
hankelijk zijn, dan is de dichtheidsfunctie van X gelijk aan het product van de
dichtheden van X; en X, (als deze bestaan). Als Y = (Y},Y2) een stochastische
vector is met onafhankelijke codrdinaten en fy,, fy, > 0, dan volgt uit lemma 2.3
voor de Radon-Nikodym afgeleide:

dP 1 2 dP 1 dP 2
LX) () s5) = S (6)) 22 (sy),

dPy, v») d Py,

= dPYl (81,82) € Sl X 52.

Dit laatste geldt echter ook voor processen.

Lemma 2.11 Zij X = (X,X;) en Y = (Y1,Y,) stochastische processen met
waarden in S; X Sa.

Neem aan X; L Xy en Y7 L Y5 en bovendien Px, < Py, en Px, < Py,. Dan
Pixy,x) < Piyys)-

Bewijs: Zij A; en A, g-algebra’s in S; en Ss, respectievelijk. Dan is A; ® A, de
o-algebra in S; X S voortgebracht door de verzameling R van alle verzamelingen
X xY waar XEA; en YEA,.

Zijnu Ay x Ay E A; ® Az 26 dat Py, v,) (A1 X A3) =0

= Py (A1)Pr(42) =0
= Pyl(Al):O of Py2(A2):O
= PXl(Al) =0 of PX2(A2) =0
= P(Xl,Xg)(Al X Az) =0.
Dus P(Xl,Xz) < P(Y17Y2). O

Stelling 2.12 Zij X en Y als in lemma 2.11. Dan

dP(Xl,Xz) _ dPX1 dPX2
dP(Y1,Y2) (31’ 82) a dPYl (81) dPYz (82),

(81,82) € Sl X SQ.

Bewijs: Uit lemma 2.11 en de stelling van Radon en Nikodym volgt dat het lin-
kerlid bestaat.

dPX dPX
Laat H; := L en H,:= 2
1 dPy, 2 dPy,

Definieer G : S; X Sy — R door

G : (s1,82) — Hi(s1)Hz(s2).

13



.. dP,
Te bewijzen: W =G
(YI’Y2)

Er geldt:

dP(XLXz)(

P(X1,X2)(A1 X Ag) :/

dP, z, y)dP(YhYz)(xay)a Al X A2 E Al X A2-
A1 xAs (Y1,Y2)

Verder hebben we voor A; x A; E A; ® As:
Pix,,x,) (A1 x A3) = Px,(A1)Px,(As)
- ([ mwarw) ([ e
A1 A2

= /Az ( N Hl(x)dPyl(Ji)) Hy(y)d Py, (y)
= /A 2 ( . Hl(w)Hz(y)dPy1($)> dPy,(y)
(Fubini) = /A . Hy(2)Hy(y)dPy, ) (2, Y)

- / G(z,y)dPyi,v) (2, y)-
A1 ><A2

Dus dP(x,,X5)

=@G. O
dP(y,,vy) G

Dat de Radon-Nikodym afgeleide % bestaat, volgt uit:

Lemma 2.13 Ziy Z en W als in paragraaf 2.2. Dan P; < Py .
Als g bovendien continu differentieerbaar is, dan zijn Py en Py equivalent.

Bewijs: Z en W hebben waarden in C([ay, as]). We construeren een o-algebra
Bc(ay,a2)) 26 dat (C([a1, az]), Bo(jar,as])) €€D meetbare ruimte is.
We kijken naar deelverzamelingen van C([ay, az|) van de vorm

A:{f:(f(tl)a"'af(tn)) EBn}

met a; <t <ty <...<t, <asen B, een n-dimensionale Borelverzameling.

Nu variéren we n, de punten ty,...,t, en de Borelverzameling B,,. Dan krijgen
we een collectie U van deelverzamelingen van C([a, az]); U is een algebra. Laat
nu Be((ay,a0)) de kleinste o-algebra die ¢ omvat. Dan is (C([a1, az]), Be(jar,e.))) €€
meetbare ruimte.

Voor Py geldt dan P[(W(t1),...,W(t,)) € Bn] = Pw(A), met A als hierboven.

14



Overigens is Py hierin uniek. Zie bijvoorbeeld [6].

Bc((a1,02]) Wordt voortgebracht door U. Het is daarom voldoende te bewijzen dat
voor elke AEU geldt:

Laat Cy([a1,a2]) := {f € C([a1,as]) : f(a1) = 0} en maak bij iedere A een
verzameling Ay door
AO = {f — f(al) : f € A}
Voor f € C([a1,as]) geldt: f € A< f— f(a1) € Ay, dus
Py (A) = Pw_w(a,)(Ao)-
Laat AEU z6 dat Py (A) =0
=  Pw_w(y)(4o) =0

=  Pz_z)(A40) =0

Dus P; < Py.

Als ¢' continu is, dan 0ok Py _w(a,) < Pz—z(a,) €n bewijzen we op dezelfde manier
dat PW < Pz.

O
Ter illustratie een plaatje:
=t th ib Li
b T |5
b,
by
Laat a1 = t; <ty < ... <tg < ayen by,...,bs intervallen in R, zeg b; = (x4, ¥i),

i=1,...,6.

15



We nemen hier aan dat t; = a;, omdat we anders geen plaatje kunnen tekenen.
Voor ¢ = 2,...,6 maken we bij b; een nieuwe interval b, in R door

b; = (%; — Y1, ¥i — T1)-

Dan Ay = {f — f(ar): f € A} = {g: (g(t2), g(t2), .., g(t)) € By},

waar By := {0} x b, x by x b} x by x b.

Nu hebben we alles wat we nodig hebben om stelling 2.2 opnieuw te bewijzen.

Stelling 2.14 Als g absoluut continu is en ¢' € L?([ay, as]), dan Pz < Py en de
Radon-Nikodym afgeleide van Pz t.o.v. Py is gelijk aan

waar

A=20y Pwpas (= 2920 4 " gaz)

ai ai ai
Als g bovendien continu differentieerbaar is, dan zijn Pz en Py equivalent.

Bewijs: Uit het voorgaande lemma en de stelling van Radon en Nikodym volgt
dat ggvf/ bestaat.
We passen stelling 2.10 toe op de processen Z en W met de bijectie

F : C(Ja1,az2]) = R x Cy([a1, az]) gedefinieerd door:

F:f—(f(ar), f— f(ar))-

Dan voor f € C([a1, as)):

dPy dPr(z) dP(z(a1),2-7(ar))
= F = ’ a1), f — fla1)).
dPy dPpw) () APw (a1),W -W (a1)) Jlan), f = Jlen)

Beschouw de processen (W (ay), W —W(ay)) en (Z(a1), Z — Z(a1)). Wienerproces-
sen hebben onafhankelijke incrementen, dus W(a;) L W — W(ay). Daaruit volgt
dat ook Z(a1) L Z — Z(a1).
We wisten al dat Pz(q,) < Pw(a,) €0 Pz z(a;) < Pw _w(a,)- Dan volgt uit stelling
2.12 dat voor f € C([a1, az)):

dPz(q,) dPz z(a))

(@), £ = flan) = Gpr® () gpr (1 — (o).

dP(7(a1),2- Z(a1))
APw (a1),w -W (1))

Het proces Z heeft waarden in C([ay, az]), dus

dPZ dPZ a dPZ—Z a
(2) = 522 (Z(ay)) 52
d Py d Py (ay) dPw w(ay)

(Z = Z(a1))
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— o {2200 - m'g*(a:) bew{ [ “mg)aze)~ 3 [ o 0P

= o g (C8 s [Mgtopar) +m (12204 " i)

O

17



3 Verschoven Wienersheets en de bijbehorende
Radon-Nikodym afgeleiden

In dit hoofdstuk gaan we kijken naar het tweedimensionale geval, de zogenoemde

Wienersheets. In het eerder genoemde rapport [2] wordt ook de Radon-Nikodym

afgeleide voor dit geval berekend. Dit wordt op dezelfde manier gedaan als in

het ééndimensionale geval. De vraag was nu of ook dit op een andere manier zou

kunnen. Een artikel van E. Wong en M. Zakai [4] bracht een oplossing in bepaalde
gevallen.

3.1 Wienersheets

We beginnen met een aantal notaties. We werken hier op R? .
Voor twee punten a = (a1, as) en b = (by, by) in R noteren we:

a="b alsa; <b en ay < bs;
a<b alsa; <b enay < by.

Verder hebben we nog:

a®b = (ap,by)
alNb = (min(al,bl),min(azab2))

aVb = (max(ai,b ), max(as,bs))

Voor een vast punt zp in R? definiéren we R, :={z € R% : z < 2}
En voor b > a hebben we de rechthoek (a,b] := {2z :a < z <X b}.

% ab b

(ab]

a=an~b b a

Laat (2, F,P) een kansruimte en laat {F, : z € R,,} een collectie van sub-o-
algebra’s zo dat

F1) 2/ = 2= %, D F,,

F2) JF, bevat alle nulverzamelingen van F, waar 0 de oorsprong aanduidt,

F3) ¥, =(,., . voor alle z,

F4) F,4., en F, ¢, zijn onafhankelijk gegeven F,.

18



Definitie 3.1 Een sheet W = {W (z),F,: z € R,,} is een Wienersheet als het
een sterke martingaal is en als W Gaussisch is met EW (z) = 0 en EW (2)W (2') =

Opp(Rz/\z’ ) .

Voor (s,t) € R,, geldt dus:

EW(s,t)] = O0;
Var[W(s,t)] = E[W(s,t)’] = Opp(R(sy) = st.

Dus W(s,t) ~ N(0, st).
De uitkomst van een Wienersheet is een functie uit C'(R,,).

Voor de definitie van (sterke) martingaal zie de appendix.

3.2 Verschoven Wienersheets

Laat [a1, as], [b1, b2] C (0,00). En beschouw voor (s,t) € [ay, as] X [by, bs] de sheet
Z(s5,t) = W(s,) + mg(s, 1),

waar g een absoluut continue functie [a;, as] X [b1,bs] — R is en W een Wiener-
sheet.

m is weer de onbekende parameter die we willen schatten m.b.v. de meest aanne-
melijke schatter gebaseerd op de observaties {Z(s,t) : s € [a1,az],t € [by, ba]}.
Laat Pz en Py de maten zijn, gegenereerd op C([a1, as] X [b1, bs]) door de sheets Z
en W, respectievelijk. Dan geldt voor de Radon-Nikodym afgeleide van Pz t.o.v.
PW:

Stelling 3.2 Als g absoluut continu is en 0,0s9 € L*([ay, as] x [b1,bs]), dan zijn
de maten Pz en Py equivalent en de Radon-Nikodym afgeleide van Pz t.o.v. Py
1s gelygk aan

dPy 1
Z) = —=(Am? -2
ToA2) = exp { = (am? —20m)},
waar
A4 = g*(a1,b1) +/a2 [319(Uabl)]2du+/b2 [629(a1av)]2dv
aib a1 by by ai

as ba
+ / / (01029 (u, v)dudv;
a1 b1
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7 as b2
C _ g(al,bl) (alabl) + / WZ(du’bl) + / MZ(al’d’U)
a b

aib 1 1 1 ai

az ba

+/ 01029(u,v)Z(du, dv).
ai b1

De meest aannemelijke schatter van m gebaseerd op de observaties {Z(s,t) : s €

[a1, as],t € [by,ba]} heeft de vorm = (/A en is normaal verdeeld met verwach-

tingswaarde m en variantie 1/A.

Bewijs Zie [2].

3.3 Wong en Zakai

Vervolgens kijken we naar het artikel van E. Wong en M. Zakai. Hierin proberen de
auteurs expliciete uitdrukkingen te vinden voor aannemelijkheidsverhoudingen (li-
kelihoodratio’s). Meer over aannemelijkheidsverhoudingen is te lezen in Appendix
A. In de laatste paragraaf echter wordt gekeken naar sheets van de vorm

X(z) = / 0(¢)d¢+W(z), z€ Ry, (1)
waar # een random sheet is en W een Wienersheet.
X, 6 en W zijn gedefinieerd op een kansruimte (Q, F,P). Vervolgens wordt op
(Q,F) een kansmaat P, gedefinieerd z6 dat X t.o.v. deze maat zelf een Wiener-
sheet is.

Stelling 3.3 Zij (Q,F,P) een kansruimte en zij {F,, z € R,,} een collectie o-
algebra’s zo dat 6(z) F,-meetbaar is voor elke z. Verder zij {W(z2),F,: 2 € R,,}
een Wienersheet 1s.
Definieer

1

Ve {- [ o@aw -3 [ serac)

Definieer nu de maat Py door
0

ap

Dan

(a) Py is een kansmaat;

(b) X is een Wienersheet onder Py;

(c) Po~P en
L { IGEGE

R

9(()2dc} :

20 20
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Bewijs Zie [4].

Opmerking: De definitie van Py betekent: Py(F) = [, V,o(w)dP(w), FEJF.

We hebben nu een uitdrukking voor %, maar we willen graag een uitdrukking
voor 45X (X). Dit is echter geen probleem.
w

Stelling 3.4 Laat Px en Py de maten zijn, gegenereerd op C(R,,) door X en W,
respectieveligk. Dan

P _dPx
dPy dPy
Bewijs: Merk op g% Q>R en fil}.% 1 C(Ry,) — R'.

We construeren Bg(r,,) op dezelfde manier als Bg(jay q05)) In lemma 2.13.

Voor BEBg(r,,) geldt P(X*(B)) = Px(B).
X is een Wienersheet onder Py, dus Py(X 1(B)) = Py (B).
Dan

dPx

POY () = Px(B) = [ SEX(@dPwle) = [ o -

o X (y)dPo(y).

4P _ dPx
Dus dPo = dPy o X. O

Nu weer terug naar de sheet
Z(Sa t) = W(Sa t) + mg(s, t)a (Sa t) € [a'la a2] X [bla b2]

Ook hier hebben we geen nul-start in (aq,b;), dus gebruiken we net als bij de
processen

dPZ—Z(a1,b1)

dPZ Z _ dPZ(a1,b1)

= VA b
dPW dPW(al,ln)( (al’ 1))

Z — Z(ay, by)).
ﬂmem( (a1,b1))

Dit volgt weer uit stelling 2.10 en 2.12.

Er geldt Z(s,t) ~ N(mg(s,t), st), dus

1 exp {_(Z(a1,b1)—mg(al,bl))2 }

dP a1, fZ ,l \/— 2a1b

M(Z(a],bl)) = (a1,b1) (Z((l ,bl)) — 1 A alb1 2

d W( 17()1) f ( 1,l1) \/jbexp{_w}
P a W(a 2ma1by 2a1b1

— ex 2mg(a1,b1)Z(a1,b1) — m*g*(a1, b1)
P 2a1b1 ’
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Als g — g(ay,b1) te schrijven als integraal, zoals in (1), dan kunnen we voor de

: dP7_7(ay. :
berekening van #((;:f)(Z — Z(aq1,b,)) stelling 3.3 toepassen.

Neem aan voor (s,t) € [ay, az| X [by, by]:

m(g(s,8) — glar,by)) = /b / CO(u, v)dudv  met 8 € £2(ax, as] X [by, b))

Dan .

019(s,t) = = O(s,v)dv en Oqyg(s,t) = %/ 0(u,t)du.

m b1 ai

Dus
b1

1
Brgls,bn) = — [ 8(s,0)dv = 0;

by

1 @
Org(as,t) = E/ 0(u,t)du = 0.

ai

Voor de dubbele afgeleide hebben we d19:2g(s,t) = ~6(s, t), dus
(s, t) = mo10ag(s,t).

Helaas kunnen we stelling 3.2 niet voor alle g bewijzen. Daarom vereenvoudigen
we de stelling tot:

Stelling 3.5 Laat g een functie zijn op [a1, as] X [by,bs] 26 dat g(s,t) — g(a1,b;) =
L fbtl [, 0(u, v)dudv met 6 € L2([a1, ag] x [by, by]).

Dan zign de maten Pz en Py equivalent en de Radon-Nikodym afgeleide van Py
t.o.v. Py 1is geligk aan

dPy

waar

2 a2 b2
A = g 91,0 (a1, b1) +/ [81829(u,v)]2dudv;
albl a1 b1

,b1)Z(ay, b o [
9((11 1) ((11 1)+/

a1by

01059(u,v)Z(du, dv).

1 Jbh

Bewijs: g is continu en differentieerbaar en 8;0.9 € £L2([a1, as] X [by, ba]).
Definieer voor een vast punt zo > (a1,01) R, :={z: (a1,b1) <z < z}.

Laat R := R(az,bz)'

Omdat we nu op R werken moeten we P, iets anders kiezen.

Laat daarom V, := exp {— Sz, 0(Q)aW (¢) — 5 [z, 0(()2(1{} en definieer P, door:
P

dP (a2,b2)

22



Dan is Po een kansmaat en Z — 7 (a1,b1) is een Wienersheet onder P,. Verder
geldt P ~ Py en

dPZ—Z(a1 b1) dP {/ 1/ 9 }
————=(Z—-Z(a1,b)) = —= = ex 6(()dZ(¢) — = | 6(¢)*d
TP (7 2(an,b) = T = exp { [ 00420 5 [ p(crac
as ba 1 a2 bo
= exp {m/ 01059(u, v)Z(du, dv) — §m2/ / [01029(u, v)]2dudv} :
a1 b1 ai b1
Dus
dPy dPz(ay 1) dPz_ z(a, 1)
Z) = ———2=—=(4 bh)—""""—Z -7 b
dPW( ) dPW(al,bl) ( (al’ 1)) dPW_W(al,bl) ( (ala 1))
~ exp 2mg(ay,b1)Z (a1, b1) — m*g®(a1,b1) |
2a1b1
as ba 1 as bo
exp {m/ 01029(u, v)Z(du, dv) — §m2/ / [81829(u,v)]2dudv}
ai b1 ay b1
= exp {—%(Am2 - 2Cm)} .
met A en ( als hiervoor. O
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A Appendix

Martingalen

Bij de definitie van zowel Wienerprocessen als Wienersheets hebben we in deze
scriptie gebruik gemaakt van het begrip martingaal. Daarom heel kort iets hier-
over.

Zij (2,F,P) een kansruimte, G een o-algebra, G C F, en £ een stochast op
(Q,F,P).

Definitie A.1 (1)De voorwaardelijke verwachting van een niet-negatieve sto-
chast & ten opzichte van de o-algebra G is een stochast met waarden in [0, 0],
genoteerd als E[§|G], 20 dat

(a) E[€|G] is G-meetbaar;

(b) voor elke G € G

Lfd?zLE[glg]dP.

(2)De voorwaardelijke verwachting E[E|G] van een stochast & t.o.v. de o-algebra G
is gedefinieerd zodra min(E[(T|G], E[(™|G]) < oo P — b.o. Er geldt:

E[¢|G] = E[£"[G] - B¢ |9]

waar op de verzameling (met maat nul) punten waarvoor E[(T|G] = E[(|G] = oo,
het verschil E[¢1|G] — E[¢™|G] een willekeurige waarde krijgt, bijvoorbeeld 0.

De functie

o(G) = /G ¢dP, GEG,

definieert een maat op (Q2,G) en Q < P.
Dus is er een stochast E[¢{|G] met waarden in [0, o0] zo dat

%@zLMM@-

Opmerking 1. De voorwaardelijk verwachting E[¢|G] is uniek met uitzondering
van P-nul-verzamelingen. Dus voor E[§|G] kunnen we iedere G-meetbare functie
f nemen waarvoor Q(G) = [, fdP, GEG.

Dus E[¢|G] := 42.

Opmerking 2. In het algemeen kunnen we niet zeggen dat E[{|G] = &£, omdat &
niet noodzakelijk G-meetbaar is.
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Definitie A.2 Een stochastisch proces &€ = {£(t),F; : t > 0} is een martingaal
als E[|£(t)]] < oo woor allet > 0 en als (P —b.0o.) E[£(¢)|F:] =&(s), 0<s<t

Ook een sheet kan een martingaal zijn. Voor de definitie hiervan kijken we naar
het artikel van E. Wong en M. Zakai [4].

1
Voor elke z € R,, noteren we F. voor F,g,, en F2 voor F, .-

Zij {X(2),F,: z € R,,} een sheet op (Q, F, P).
Voor b > a is (a,b] de rechthoek {z : @ < z < b} en X(a,b] is het increment
X(b)—X(a®b) — X(b®a)+ X(a).

Definitie A.3 {X(2),F,: z € R,,} is een martingaal als E[| X (2)|] < oo wvoor
alle z € R,, en als voor 2’ = z geldt B[ X (2')|F,] = X(2) (P —b.o.).

Definitie A.4 {X(2),F,: 2 € R,,} is een sterke martingaal als
E[X (z,2']|F; U F;] =0.
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Meest Aannemelijke Schatters

In stelling 2.2 en 3.2 worden Radon-Nikodym afgeleiden berekend en daaruit wordt
de meest aannemelijke schatter bepaald. Wat de meest aannemelijke schatter van
een stochast is, is onder andere te lezen in het boek MATHEMATICAL STATISTICS,
AN INTRODUCTION van W.R. Pestman [7]. Hieronder een korte samenvatting
daarvan.

7ij © een parameterruimte en Xi,..., X, een steekproef uit een populatie met
kansdichtheid f(e,8), met § € ©. De aannemelijkheidsfunctie L, : R* — [0, 00)
wordt gedefinieerd door

Lo(z1, ... xn) := f(x1,0) - - f(2n,0), (21,...,2,) €ER"

Als (z1,...,2,) de realisatie is van de steekproef X, ..., X,, dan kiezen we in ©
een element 6 dat de functie

0 — Lg(xl,...,:vn)

maximaliseert. We nemen aan dat er, gegeven (z1,...,Z,), precies één zo’n 6 in
O is. Deze # noemen we de meest aannemelijke schatter van 6.
Voor een willekeurige statistiek k£ : © — R definiéren we de meest aannemelijke

schatter van k door k (é(Xl, e ,Xn)).

Zij (X4, .., Xn; Ho, Hy; G) een hypothesetoets met enkelvoudige hypothesen
H029:90 en H139:91, (907&91)
We noteren Ly := Ly, en Ly := Ly,.

Stelling A.5 (Neyman-Pearson lemma) Stel de hypothese Hy : 6 = 6y wordt
getoetst tegen Hy : 0 = 6,. Laat o het significantieniveau zijn. Zij G het kritieke
gebied, gedefinieerd door

LO (l‘)
Ll (.’E)

G(e) := {x eR"

§c} (¢>0)

en laat a de omvang ervan zign. Dan geldt voor elk ander kritiek gebied van omvang
a, dat het onderscheidend vermogen kleiner dan of gelijk is aan dat van G.

Bewijs Zie [7].
De uitdrukking f—‘l’ noemen we de aannemelijkheidsverhouding (likelihood ra-

tio). Als f—;’(xl, ..., Zy) < ¢, dan verwerpen we Hy.
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Vervolgens kunnen we dit uitbreiden tot samengestelde hypothesen. We nemen
aan dat Hy en H; hypothesen zijn van de vorm

H029€@0 en H129€@1,
waar Oy en ©; disjuncte deelverzamelingen van © zijn, z6 dat © = ©y U O;.

Definitie A.6 De aannemelijkhetdsverhouding in het geval van samenge-
stelde hypothesen, wordt gedefinieerd door

sup LG(wla SRR '/'vn)
€O
Az, ..., x,) = .
( ' n) SupLg(fEl,...,$n)
€0,
De aannemelijkheidsverhouding bestaat voor alle elementen (zy,...,z,) uit de

verzameling

Dy = {(mh...,xn) € R" : sup Ly(zy,...,2,) # O}_
6cO,

Voor ¢ € [0, 1] definiéren we een gebied G(c) door
G(c) :=={(w1,...,2n) € Dy : A(m1,...,2,) < c}.

Meestal proberen we c zo te kiezen dat de omvang van G(c) gelijk is aan a.

Als nu bijvoorbeeld ©g enkelvoudig is, zeg ©9 = {6y}, dan

L e B) ... 6
NGRS 60 (T1,- -, Tn) — in f(21,00) .. f(n, 00)
sup Lo(x1,...,2,) 6€01 f(21,60)...[f(xy,0)
6€O,
Py, .x
— : f 1geeey n .
6e6, dPY X, (@1, @)
Als A(z;...,z,) < ¢, dan verwerpen we Hy. De meest aannemelijke schatter f is
dP0
dan de § € ©; die —==* (x4, ..., x,) minimaliseert.
aPL .

Voorbeeld: We willen m schatten op basis van de uitkomst van Z(a;) = W(a;)+
mg(a;). Laat z deze uitkomst zijn. We toetsen H, tegen H;, waar

HO . m # 0
H : m=0 (Z(a1) =W(a)).
Dan
Lm(z) fm(z) dPZ(a1) {2mg(a1)z - ngz(al) }
A(z) =su =su = su z) = supex )
(=) m;éI()) Lo(2) m;él?) fo(2) m;éI()) dPW(al)( ) m;é% P 2a;
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Differentiéren naar m en gelijk stellen aan 0 levert:

exp { 2ralezzntatenl L (o (2g(ar)z = 2mg?(@)) ) = 0
= z—mg(a;) =0

- m= .
g(a1)

Dus de meest aannemelijke schatter m van m is i((gll)).

Voor stochastische processen gaat dit allemaal niet op omdat we geen kansdicht-
heidsfuncties hebben. Uit het artikel van Wong en Zakai halen we het volgende.

Zij {X(t) : 0 <t < 1}, een standaard Wienerproces gedefinieerd op een kansruimte
(Q,F,Py). Zij P een kansmaat op (2, F) equivalent met Py. E en Eqy zijn de ver-
wachtingen gerelateerd aan P en Py, respectievelijk. We noteren o(X (s),0 < s <
t) met FX.

Neem aan 92 = exp{ [, ¢( — L1 [ ¢(s)ds} met {¢(t),F;:0 <t <1} een

stochastisch proces. Onder bepaalde voorwaarden zoals fol E¢(s)?ds < oo, is de
aannemelijkheidsverhouding te schrijven als

][ sourir - s,
waar §(t) = Elp(t)| 7]

A =
vi=Fo [dPo
Dit zien we terug in stelling 2.8.

Ook als X een sheet is op R,, van de vorm
X(z) = / 0(¢)d¢+W(z), z€ R,

bestaat er een uitdrukking voor de aannemelijkheidsverhouding. Namelijk

dP
dPo

= e { [ 00w~ [ #eow-3 [ R o

A = Eo[ }"X}

- /R RR<<,<'|<'®<)[dX<—é<<|<'®<)d<][dX<<')—é<<'|<'®<)d<']},
waar

0(Cl2) = E[6(0)IF]
R((,¢2) = E[(8(0) = B(cl2)0() - 6(C'12))] -
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Gelukkig hadden we in ons geval voor 6 een niet-stochastische functie. Daardoor
werden de laatste twee integralen gelijk aan 0 en zag het geheel er heel fatsoenlijk
uit.
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